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Marche aléatoire
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Définition
Propriétés et cas particuliers
Exemple de réalisations
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Séries usuelles

I Série Géométrique

1
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I Hyperboliques
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Loi de Poisson

Rappel loi de Poisson

I Loi de probabilité discrète.

I Modélise un nombre d’occurrences d’un évènement dans un
intervalle de temps.

I Paramètre λ correspond au nombre moyen d’occurrences
dans un intervalle de temps donné.

I Si λ0 est une moyenne d’évènements par unité de temps
alors, pour un intervalle de temps ∆t, λ = λ0∆t.

Exemples d’utilisation de la loi de poisson

I Electronique : modélise les apparitions de pannes dans les circuits électroniques

I Simulation de file d’attente : modéliser les apparitions de clients aux caisse ainsi
que le temps mis pour traiter les clients.

I Astronomie : modélise le nombre de photons sur les capteurs CCD lorsque la
lumière est très faible.
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Loi de poisson

Propriétés
I Fonction de masse

p(k) = P (X = k) = e−λ
λk

k!
I Espérance :

mX = E(X) =
1

n

∞∑

k=0

ke−λ
λk

k!

=

λe−λ
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λk−1

(k − 1)!
= λ e−λ eλ = λ

I Variance :

V ar(X) = E(X2)− E(X)2

=

+∞∑

k=1

k2 e−λ
λk

k!
− λ2

= λ e−λ
+∞∑

k=1

d

dλ

λk

(k − 1)!
− λ2

= λ
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Processus de Poisson

Accumulation entre deux instants

I Soit N(t, t′) le nombre de points ti apparaissant sur l’intervalle ∆t = t′ − t.
I N(·) est un v.a. de poisson de paramètre λ∆t de probabilité

P (n(t, t′) = k) =
e−λ∆t(λ∆t)k

k!
(1)

I Si les intervalles [t, t′] et [u, u′] sont disjoints alors les v.a. N(t, t′) et N(u, u′)
sont indépendantes.

Processus de Poisson
Un processus de poisson est un signal aléatoire définit par :

Xp(t) = N(0, t) ∀t ∈ R+ (2)

I Processus de comptage d’évènements.

I Les évènements sont définis par leur instant d’apparition ti
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Propriétés du processus de Poisson

Moyenne mXp(t)

mXp(t) = E(Xp(t)) = E(N(0, t)) =

λt

(3)

I

Processus non stationnaire.

Variance V ar(Xp(t))

V ar(Xp(t)) = E((Xp(t)−mXp(t))2) =

λt

(4)

Autocorrélation RXp(t1, t2) pour t1 ≤ t2

RXp(t1, t2) = λt1 + λ2t1t2
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Démonstration de l’autocorrélation RXp
(t1, t2)

RXp(t1, t2) = λt1 + λ2t1t2 (5)

Démonstration.

I Si t1 = t2 alors Eq. (18) est bonne

E(Xp(t)
2) = V ar(Xp(t)) + E(Xp(t))

2 = λt+ λ2t2

I Si t1 < t2, les v.a. Xp(t1) et Xp(t2)−Xp(t1) sont indépendantes car elles
suivent des lois de poissons sur des intervalles disjoints.

I Xp(t1) ∼ N(0, t1)
I Xp(t2)−Xp(t1) ∼ N(0, t2 − t1)

I On peut en déduire que

E(Xp(t1)(Xp(t2)−Xp(t1)))) = E(Xp(t1))E(Xp(t2)−Xp(t1)) = λt1λ(t2 − t1)

or comme
Xp(t1)Xp(t2) = Xp(t1)(Xp(t2)−Xp(t1))) +Xp(t1)2

on retrouve RXp(t1, t2) = λt1 + λ2t21 + λt1λ(t2 − t1)
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Exemple de réalisations
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Processus de Poisson

I λ = 1

I mXp(t) =

λt

I V ar(Xp(t)) =

λt
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Basculateur poissonien

Définition

I Signal aléatoire obtenu à partir d’un processus de poisson Xp(t) :

Xbp(t) =

{
1 si Xp(t) est pair

−1 si Xp(t) est impair
(6)

I Signal oscillant entre la valeur 1 et −1.

I Également appelé signal du télégraphiste.

I Signal semi-aléatoire car la valeur en t = 0 est connue et fixée à 1.
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Probabilités d’occurence de 1 et −1

Probabilité d’avoir la valeur 1 à l’instant t

P (Xbp(t) = 1) =
∞∑

k=0

P (xp(t) = 2k)

=

e−λt
(

1 +
(λt)2

2!
+

(λt)4

4!
+ . . .

)

= e−λt cosh(λt) (7)

avec cosh(x) = ex+e−x

2

Probabilité d’avoir la valeur −1 à l’instant t

P (Xbp(t) = −1) = e−λt sinh(λt) (8)

avec sinh(x) = ex−e−x

2

11 / 28

Propriétés du basculateur poissonnien

Moyenne mXbp(t)

mXbp(t) = E(Xbp(t)) =

e−λt(− sinh(λt) + cosh(λt)) = e−2λt

(9)

Variance V ar(Xbp(t))

V ar(Xbp(t)) = E(Xbp(t)
2)− E(Xbp(t))

2 =

1− exp(−4λt)

(10)

Autocorrélation RXbp(t1, t2) pour t1 ≤ t2

RXbp(t1, t2) = e−2λ|t2−t1|

Signal stationnaire ?

NON !
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Basculateur poissonnien aléatoire

Pour rendre la basculateur poissinien totalement aléatoire on définit :

X̃bp(t) = AXbp(t) (11)

I A uniforme discrète sur {−1, 1} avec une probabilité 1/2 : A ∼ U({−1, 1}).

I A et Xbp(t) sont indépendantes.

I L’espérance devient

E(X̃bp(t)) = E(A)E(Xbp(t)) =

0

I Et la variance

V ar(X̃bp(t)) = E(X̃bp(t)
2)− E(X̃bp(t))

2 =

1

(12)

I L’auto-corrélation est inchangée.

I Le basculateur poissonnien aléatoire est donc

stationnaire au second ordre.
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Exemple de réalisations
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Basculateur poissonnien

I λ = 1

I mXbp(t) =

e−2λt

I V ar(Xbp(t)) =

1− e−4λt
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Historique de la marche aléatoire

I Introduit par Karl Pearson en 1905 pour modéliser la migration des moustiques
dans une forêt (Nature 72, 294 ; 318 ; 342 (1905)).

I Problème résolu par Lord Rayleigh qui lui donne l’approximation gaussienne.

I Remarque de Karl Pearson :

”The most probable place to find a drunken man who is at all capable of keeping
on his feet is somewhere near his starting point !”.
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Marche aléatoire

Définition
Signal aléatoire discret définit récursivement par

Xma(n) = Xma(n− 1) + sUn = s
n∑

i=1

Ui

I Un ∼ U({−1, 1}) où les variable aléatoires Un sont indépendantes.

I Xma(0) = 0

I s ∈ R est le pas

I La valeur du signal aléatoire change à chaque instant n.

I Version continue de période T :

X̃ma(t) = {Xma(n)|nT ≤ t < (np+ 1)T}
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Propriétés de la marche aléatoire (1)

Probabilités à l’instant n

I À l’instant n, Xma peut prendre les valeurs

Xma(n) ∈ {−ns,−(n+ 1)s, . . . , (n− 1)s, ns}

I Si les réalisation de Un on données k fois +1 et n− k fois −1 alors

Xma(n) = ks− (n− k)s = ms, m = 2k − n

I On reconnâıt la loi binomiale de probabilité p = 1
2

P (Xma(n) = ms) =

(
n
k

)
1

2n
= Ckn

1

2n
k =

m+ n

2
(13)
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Propriétés de la marche aléatoire (1)

Moyenne mXma(n)

mXma(n) = E(
n∑

i=1

Ui) =
n∑

i=1

E(Ui) =

0

(14)

Variance V ar(Xma(n))

V ar(Xma(n)) = E(Xma(n)2) = E((
n∑

i=1

Ui)
2) =

n∑

i=1

E((Ui)
2) = ns2

(15)

Autocorrélation RXma(n1, n2) pour n1 < n2

RXma(n1, n2) = E(Xma(n1)Xma(n2)) =

n1s
2

Signal stationnaire ?

NON !
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Approximation pour n grand

Approximation de la loi binomiale

Quand n est grand, et que k est dans le voisinage√
npq de np, alors :

(
n
k

)
pkqn−k ≈ 1√

2πnpq
e−(k−np)2/2npq (16)
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Application à la marche aléatoire

Dans notre cas p = q = .5 et m=2k − n alors

P (Xma(n) = ms) ≈ 1√
πn/2

e−m
2/2n (17)
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Exemple de réalisations
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Marche aléatoire

I s = 1

I mXp(t) =

0

I V ar(Xp(t)) =

√
n
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Signal aléatoire gaussien

Définition
Un signal aléatoire gaussien XG(t, w) est un signal aléatoire qui est complètement
défini par une loi gaussienne.

I Soit le vecteur aléatoire suivant :

XG(w)T = [XG(t1, w), XG(t2, w), . . . , XG(tk, w)]> (18)

I Alors la densité de probabilité d’un signal gaussien est

pXG(X) =
1√

(2π)k|Σ|
e−( 1

2
(X−mX)T Σ−1(X−mX)) (19)

avec le vecteur des moyenne mX et la matrice de covariance Σ définis par

mX = [mX(t1),mX(t2), . . . ,mX(tk)]> (20)

(Σ)i,j = E(Xc(ti, w)Xc(tj , w)∗) = CX(ti, tj) (21)
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Signal aléatoire gaussien (2)

Signal gaussien stationnaire

I Moyenne
mXG = mX [1, 1, . . . , 1]>

mXG(t) = mXG

I Covariance
(Σ)i,j = CX(tj − ti) = CX(τ)

Discussion

I La loi Gaussienne est complètement caractérisée par ses deux premiers moments

I Dans le cas stationnaire alors mX et RXG(τ)/CXG(τ) sont suffisants pour
connâıtre complètement la signal aléatoire..
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Bruit gaussien

Définition
Le bruit gaussien est un signal aléatoire, dont la densité de probabilité suit une loi
gaussienne :

XB(t, w) ∼ N (0, σ(t)2) ∀i (22)

Bruit gaussien Indépendant et identiquement distribué (I.I.D.)

I Indépendant implique que XB(t1, w) et XB(t2, w) indép. pour t1 6= t2.

I Identiquement distribué implique un signal stationnaire (σ(t) = σ)

mXB (t) = 0 (23)

V arXB (t) = σ2 (24)

RXB (τ) = CXB (τ) = σ2δ(τ) (25)

I Signal complètement connu car moyenne et matrice de covariance connus.

I Bruit blanc : contient toutes les fréquences du spectre.
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Exemple de réalisations
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Bruit Gaussien

I σ = 1

I mXp(t) = 0

I V ar(Xp(t)) = σ2
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Processus de Wiener

Historique

I En l’honneur de Norbert Wiener, fondateur de la cybernétique.

I Aussi appelé mouvement brownien (Robert Brown).

I Utilisé en physique statistique, économie, finances.

Définition
Le processus de Wiener est construit comme

Xw(t, w) = lim
T→0

X̃ma(t, w) s.c. s =
√
T

C’est un processus Gaussien caractérisé par 3 propriétés :

I X(0, w) = 0

I Le signal aléatoire certainement continu (avec une proba 1).

I Les incréments X(t2, w)−X(t1, w) sont indépendants et suivent un loi
gaussienne de type N (0, t2 − t1).
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Processus de Wiener (2)

Densité de probabilité

pXw(t,w)(x) =
1√
2πt

e−
x2

2t (26)

Moyenne mXw (t)

mXw (t) = 0

Variance V arXw (t)

V arXw (t) = t

Autocorrélation RXw (t1, t2) pour t1 < t2

RX(t1, t2) = E(X(t1, w)X(t2, w)] (27)

= E(X(t1, w)(X(t2, w)−X(t1, w) +X(t1, w))) (28)

= E(X(t1, w)(X(t2, w)−X(t1, w))) + E(X(t1, w)2) = t1 (29)

Signal stationnaire ?

NON !
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Exemple de réalisations
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Processus de Wiener

I mXp(t) = 0

I V ar(Xp(t)) = t
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