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Objectifs du cours

Introduction
» Discrimination linéaire binaire.

» Probleme d'optimisation.

Méthodes de discrimination linéaires
» Régression logistique.
» Perceptron de Rosenblatt.

» Séparateurs a vaste marge.

Méthodes d’optimisation

» Méthode du gradient.
» Méthode de Newton.
» Méthode du gradient stochastique.

On se concentrera sur des problemes de classification binaire (deux classes).
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Prédiction linéaire

Fonction linéaire
Fonction f : RY = R, de la forme

d
f(x):ZW,-X,-—I—b:xTw—l—b:[le]a:)"(Ta (1)
i=1

avec w € R9 un vecteur définissant un hyperplan dans R et b € R un biais qui
. . L < w

déplace la fonction perpendiculairement a I'hyperplan, et o = [ b } est un

vecteur de RYT! contenant la concaténation de w et b.

Objectifs

> Régression : f(-) € R.
» Classification : signe(f(-)) € {—1,1}.



Classification linéaire Représentation des données

[ Xir 1 X111 X12 ... X1 .. X1d 1_ [ n i
X;r 1 X21 X22 ... X2j ... Xod 1 b2
Objectif : :
X — S : . SR I
» Apprendre une fonction linéaire 7(-) permettant de prédire une valeur x| 1 X Xz oo Xjoo... X1 y Yi
binaire y € {—1,1} & partir d'une observation x € R?. :
» En pratique on cherche a déterminer les coefficients (w, b) de f(-) a partir | x) 1] Xpl Xp2  .er Xnj eer Xpd 1 Y

d'un ensemble d'apprentissage {x;, y;}i=1,....n- B - -

. . . L Données d’apprentissage
> La classe prédite est le signe de la fonction de prédiction f(-)

Exemples :
> x; € RY observations pour i =1,...,n.
. R X: d+1 T —Ix. 117
Exemples cretit > X; € R tel que X; [xi,1]

. N > y; € {—1,1} valeur a prédire i =1,...,n.
» Reconnaissance de caracteres. ..

. . . N Forme matricielle :
» Aide au diagnostique. of 77

RS o > X € R telle que x = [X1,X2,...,X,, €] avece € RY et e =1,V
> Inspection de pieces. : S n T
. ] > y e R" telle que y = [y1,¥2, .-, ¥n] ' -
> o € R est un vecteur de tel que ov = [ v[;l }
Régression logistique Rapport de vraisemblance
Objectifs
» Apprendre une fonction linéaire discriminante. Fonction de décision
» Modéliser les probabilités conditionnelles (prédiction probabiliste). > La fonction de décision utilise le test du rapport de vraisemblance.
» Eviter les estimations des paramétres des lois de probabilité. > Si P(wi[x) > P(w2[x) choisir wy sinon w; :
w1
Approche ou  Pwilx) = P(wnlx)
> On suppose que la probabilité conditionnelle P(wq|x) est de la forme : w2
exp(wTx + b) 1 » On cherche la fonction f telle que :
P(UJ1|X) = T = T (2)
l+expwix+b) 1+exp(—w'x—b) P(w1x)
f(x) = ( ) = log(exp(w ' x + b)) =w'x+ b
et donc que P(w2[x)
1 dont le signe permet d'obtenir la décision du rapport de vraisemblance.

P(wa|x) =1 — P(ws|x) =

1+ exp(wx+ b) (3)



Probleme d’optimisation

Log-Vraisemblance

On cherche a maximiser la log-vraisemblance sur les données et donc a
minimiser :

J(w, b) = —log (H P(y,-|x,-)) == log(P(wilx;)) = Y _ log(P(w2lx;)) (4)
i i€, i€,
ou Z; et I, sont les ensembles des élément de la classe wy et w, respectivement.

Fonction de coiit
On obtient la fonction de colit suivante :

J(w, b) = Z log(1 + exp(—w " x; — b)) + Z log(1 + exp(w "x; + b))
i€y i€

= Z log(1 + exp(—y;(w ' x; + b))) (5)

1

Méthode du gradient

Méthodes itérative

» Basées sur la mise a jour d'une solution a chaque itération.

» A l'itération t la solution est mise a jour par :
al) = alt=b + pede (9)
ol d; est une direction de descente c'est 3 dire d] V,J(a(t=D) < 0 et
w1t > 0 est le pas de la descente.

Méthode du gradient

» On choisit d; = —V,J(a(t=1), qui est une direction de descente.

> Le pas u; doit étre choisi pour assurer une descente suffisante de la
fonction.

» Méthode ol chaque itération est efficace mais qui converge lentement.

Calcul du gradient

» La fonction J(w, b) est convexe et différentiable. On va donc calculer son
gradient. Apres avoir reformulé le probleme sous la forme :

J(a) = Z log(1 4 exp(—yia' %)) (6)
> La dérivée partielle de J(cx) par rapport a o est

9J(ar) _ ~ —vil%i)jexp(—yio %)~ —yi(%i);pi )
oy —~ 1+ exp(—yia'%) —~ 1+p

avec p; = exp(—yia ' %;)

» Ce qui nous permet d'obtenir le gradient :

V.J(a) = —X"Py (8)

li"p_ qui dépendent
de a. V,J(ax) = 0 définit des équations non-linéaires qui ne peuvent &tre

résolues directement — Méthode d’optimisation itérative.

ol P est une matrice diagonale contenant les valeurs

Méthode du gradient (2)

Algorithme du gradient Discussion

Initialisation de o, et P =1
repeat
fori=1,...,ndo
pi ¢+ exp(—yia'%;)
Pii

» Sensible a l'initialisation de .

» On peut aussi s'assurer de la
décroissance du co(it en ajoutant
une étape de recherche linéaire :

end for T+pi Méthode de backtracking
d « XTpy Initialisation de p1 et 0 < p < 1.
a +— oa+ud repeat

oo pp

until Convergence
until J(a + pd) < J(a)

» Les condition d'arrét et la
convergence sont discutés dans la
suite.



Exemple de descente de gradient Matrice Hessienne

Simulation Evolution du vecteur a={w,b], descente de gradient
0 . . . L.
, . .. , . » La matrice Hessienne est la matrice symétrique H € RIt1X9+1 telle que
» Régression logistique régularisée. 05
» Descente de gradient. - H 9?J(ex) (10)
» Données (x;,y;) avec d =1 e SV da 0o,
1,-1),(2,-1),(3,1), (4,1 ° : . : : :
(1, 0)1’(>\’ 1)’( 1) (%:1) 25 Elle contient les dérivées secondes d'une fonction a plusieurs variables.
| 4 = U. = , ) L.
K 0 - » Pour la régression logistique on a
» 1000 itérations -as \
> Initialisation cg = [1, —0.5] 0?J(e) _ >y (%)u(Xi)v exp(—yio %) Z Fi)u(®)epi gy
» Solution du systeme : .5 Evolution de cout da,dcx, (1+exp(—yiaT%;))? (1+pi)?
a* =]1,-2.5] . .
. . » Ce qui nous donne en matriciel :
Discussion 3
» Convergence lente vers la solution T s H = XTPX (12)
du systéme. B . o
» Apres 1000 itérations, toujours pas ZK a\./ec P une matrice diagonale contenant (1+ 2 sur chaque élément de sa
convergé. diagonale.
1.5
» Complexité O(nd) par itération. 0 100 200 00 400 500
Méthode de Newton Exemple de descente de Newton
Princi pe Simulation Evolution du vecteur a=[w,b], descente de Newton
L . - . N L > Régression logistique régularisée. ’
> Approximation quadratique J(a) de la fonction J(a) a chaque itération. & & q & -0s P
C . 1 (t-1) » Descente de gradient. .
» La minimisation revient a prendre d = —H™'V,J(« ) .
. L - e L » Données (x;,y;) avecd =1: -5
» Si la fonction a optimiser est convexe, H est définie positive et d est donc 1.-1).(2 1 1
N (1,-1),(2,-1),(3,1),(4,1)
une direction de descente. s
» n=0LA=1
-3
» 1000 itérations i,
Algorithme de Newton Discussion > Initialisation ap = [1, —0.5] BN ‘ ~ )
Initialisation de o, pp et P =1l et > Meilleure vitesse de convergence. > Solution du systeme : Evolution de cout
D _ * _ 35
P=I > Nécessite le calcul et I'inversion de o =[1,-2.5]
repeat - la Hessienne. Discussion 3
Mise a jour de P et P L. . .
THY)-1yT » Itération plus complexe que la » Convergence Rapide vers la solution
d o (X PX)TX Py ithode du gradient du systeme g2
a « a+ud méthode du gradient. Y. N
until Convergence » Si le probléme est quadratique, > Apreés 5 itérations, méme position 2
I"algorithme converge en une seule que 100 en descente de gradient.
itération. » Complexité O(nd2 + d3) par S 10 20 a0 40 50

iterations

itération.



Conditions d’arrét des algorithmes

Convergence

» L'utilisation de méthodes itérative souléve le probleme de convergence.

> La convergence est démontrée dans certains cas (Nocedal, Convex
Optimization)

» Un point stationnaire est atteint par |'algorithme si :

Vod(a) =0 (13)

Conditions d’arrét
En pratique on arréte les itérations selon une des conditions suivantes :

> Norme du gradient inférieure a un seuil :  [|[VyJ(a)| <€
> Variation relative du coiit entre deux itérations inférieure a un
T [ |
seuil 1 =S A5 < e

J(af=1)]
» Nombre maximum d'itérations t,.x atteint.

Conclusions sur la régression logistique

Avantages
» Modélisation probabiliste. La probabilité d'appartenir a chaque classe peut
étre obtenue.
» Probleme convexe, il existe une solution unique.
» Possibilité de régulariser pour éviter le sur-apprentissage.

» Beaucoup moins de parameétres a estimer que la discrimination bayesienne

d+1<2d+2<3d+2<d?>+2d+2
N—— N—— N —

(Cas 1) (Cas 2) (Cas 3)

Inconvénient
» Probleme difficile a optimiser (non linéaire).

> Méthodes itératives nécessaires (gradient ou Newton).

Régularisation

A priori sur w

» Un a priori P(w) sur la loi de probabilité de w peut étre facilement ajouté a
la log-vraisemblance.

» Si on suppose que w ~ N (0, o) alors on a

P(w)=¢e" 2 (14)

» Et minimiser la log-vraisemblance revient donc a minimiser :

J(w, b) = — log (P(W)HP()//|X;)) = —log (P(w)) — log <H P(Yi|xi)>

1
=) log(1 + exp(—yia ' %;)) + gllwll2 (15)

1

o . g ; -1
On reconnait un régularisation de type ridge avec A = =

» |l est possible d'avoir d'autres a priori qui méneront a des régularisations
différentes.

Méthode du perceptron

Historique

> Le perceptron a été proposé en 1957 par Frank Rosenblatt.
> Tout premier réseau de neurone (linéaire).

» Capable d'apprendre uniquement sur des données séparables.

Principe
» On cherche un hyperplan définit par f(x) = w'x + b = 0 séparant les
données d’'apprentissage.
» Méthode itérative.
> Mise a jour (w, b) par rapport aux exemples mal classés.

» Arrét des itérations quand tous les exemples sont bien classifiés.



Probleme d’optimisation

Fonction de Coiit
La méthode du perceptron consiste a3 minimiser :

J(a) = J(w, b) = — Z vi(x;'w + b) = Z max(0, —y;(x/w + b)) (16)
iemM i

ol M est I'ensemble des exemples mal classés.

Algorithme du perceptron Discussion

Initialisation de v et > 0 » 7 définit I'ordre dans lequel les
repeat exemples sont parcourus.
for i € 7 do
if y;%' a <0 then
o — o+ pyiX;

» Chaque itération fait appel au
gradient d'un exemple et pas de

I'ensemble.
end if T " .
end for » Optimisation de type “gradient

until y;% >0, Vi stochastique”.

» Converge en un nombre fini
d'itérations si données séparables.

Conclusion sur le perceptron

Avantage

» Méthode historique.
» Trouve une solution en un nombre fini d'itérations si données séparables.

» |térations trés peu coliteuses en temps de calcul.

Inconvénients
» Pas de solution unique.
» Pas de convergence si les données sont non séparables.
» Risque de sur-apprentissage car pas de régularisation.

» Mauvaises performances dans le cas multiclasse.

Exemple de perceptron

I v
0o o $°6°
0.4] 2 OQM‘) o 04] ® 0 Y
o o ©
08 o doy ° 08 AR ¢
° ° 00 o o

Discussion

» Chaque droite verte correspond a une solution obtenue avec

» La solution finale dépend de I'initialisation et de |'ordre dans lequel les
exemples ont été présentés.

» On remarque que les hyperplans sont souvent proche d'une des deux
classes.

» Généralisation des solutions ?

Séparateur a Vaste Marge

. (W P(x)) + b -1
. W

wl

(w,d(x))+b=0

Principe

» Trouver I'hyperplan qui maximise la marge entre les classes.

» On veut promouvoir une marge entre les classes on a donc les contraintes
suivantes :
yiw'x+b)>1 Vi



Probleme d’optimisation

» La distance d'un exemple a I'hyperplan est

» Les contraintes y,-(wa + b) > 1 nous assurent que la distance minimale

des exemples a I'hyperplan est m La marge est donc égale a

2
m= m (17)

» Maximiser la marge revient donc 3 minimiser ||w|| et donc ||w/|?.

» Le probléme d'optimisation des séparateurs a vaste marge sur des données
séparables est donc :
min  ||w]|?
w,b

yi(w'x+b)>1 Vi (18)

Conclusion sur les SVM

Avantages

» Probléme strictement convexe, une seule solution.

» Méthode consistante qui converge vers la décision de Bayes quand le
nombre d'exemples tend vers I'infini.

» Possibilité d'extension a des problémes non-linéaire en passant dans le dual.

» Treés bonnes performances en pratique.

Inconvénients

» Validation du parameétre \.

» Fonction de colit non différentiable utilisation de méthodes de
sous-gradient.

Méthodes d’optimisation

Reformulation pour des données non séparables
Le probleme d'optimisation devient :

n A
. twe Ty 2 2
min E_l max(0,1 — y;(w ' x; + b)) + 5 [[wil

Optimisation
Plusieurs approches d'optimisation possibles.
» Passage dans le dual en calculant le Lagrangien.
— Probleme quadratique sous contrainte de taille n+1
» Résolution directe avec une approche de type descente de gradient.
— Probleme non-différentiable de taille d + 1.

Prédiction linéaire

Probleme d'apprentissage général :

i L(yi,w'x; Q
min ; (vi,w "x; + b) + AQ(w)
Avec

» L(---) la fonction de colit d'attache aux données.

> Q(-) le terme de régularisation.

Exemples :
Fonctions de coiit L(y, ) Régularisations Q(w)
» (y — §)?, quadratique. > ||wl|3, quadratique.
> |y — |, valeur absolue. > |lw|[1, norme ¢;.
» w' Zw, Mahalanobis.
» max(0,1 — yy), charniére.

v

log(1 + ™), logistique.

(19)

(20)



Attache aux données de Régression Attache aux données de Classification

Colit L(y,y) Rég. | Cvx.
_ _ _ Coiit 0-1 (1—-segn(yy))/2 - -
Colit L(y,y)2 Rég. | Cux. Hinge max(0,1 — y§) . v
Carré (y— yA) v v Hinge au carré | max(0,1 — y§)? v v
Ve.lleur afbsolue ly — Y|A - v Logistique log(1 +exp(—y9)) | v v
€ insensible max(0,ly — 9| —¢€) | - v Sigmoide (1 —tanh(yy))/2 | v -
Perceptron max(0, —y7) - v
3 Co(ts de régression i
— Probleme de régression
— il . Colits de classification Probléeme de régression
— max(Oy—il—9) » Objectif : prédire une valeur réelle. ] — cottol
Wy . N - > Obijectif : prédire une valeur
> Erreursiy # . inge binai
M v ¥ Y ] — Hinge? inaire.
esure derreur - ly =¥y P — Logistique » Erreur si y # signe(y) ousi y et §
= — Sigmoide . P
2 b sont de signe différents.
= \ erceptron
1 — » Mesure d’erreur : yy
0

-2 -1 0 1
vl



