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La meilleure solution
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[Monge 1784]
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Le problème de Monge : définition générale

Points (xi)i, (yj)j
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Nombre de Possibilités

1 vers �1 2 {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

3 vers �3 2 {1, . . . , 6} � {�1, �2}.

2 vers �2 2 {1, . . . , 6} � {�1}.

4 vers �4 2 {1, . . . , 6} � {�1, . . . , �3}.

5 vers �5 2 {1, . . . , 6} � {�1, . . . , �4}.

Total : 6 ⇥ 5 ⇥ 4 ⇥ 3 ⇥ 2 ⇥ 1 = 720 possibilités.

6 vers �6 2 {1, . . . , 6} � {�1, . . . , �5}.



Nombre de Possibilités

n n !
0 1
1 1
2 2
3 6
4 24
5 120
6 720
7 5 040
8 40 320

n n !
9 362880
10 3628800
11 39916800
12 479001600
… …
25 1,551x1025

… …
70 1,198x10100

Atomes dans l’univers: 1079

Neurones dans le cerveau: 1011.

1 vers �1 2 {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

3 vers �3 2 {1, . . . , 6} � {�1, �2}.

2 vers �2 2 {1, . . . , 6} � {�1}.

4 vers �4 2 {1, . . . , 6} � {�1, . . . , �3}.

5 vers �5 2 {1, . . . , 6} � {�1, . . . , �4}.

Total : 6 ⇥ 5 ⇥ 4 ⇥ 3 ⇥ 2 ⇥ 1 = 720 possibilités.

6 vers �6 2 {1, . . . , 6} � {�1, . . . , �5}.



Ligne metro
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Ligne metro

! Solution: classer les (xi)i, (yj)j par ordre croissant.

x1

x2 x3x4

x5

y1y2 y3
y4 y5

En métro
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Ligne metro

Algorithmes de tri: par selection, pire cas n(n � 1)/2 opérations.
n n ! n(n-1)/2 n log(n)
10 3628800 45 23
11 39916800 55 26
12 479001600 66 30
25 1,551x1025 300 80

70 1,198x10100 21415 297

Tri rapide: n log(n).

! Solution: classer les (xi)i, (yj)j par ordre croissant.

x1

x2 x3x4

x5

y1y2 y3
y4 y5

En métro



Transport optimal en traitement d’image

Pixel (couleur) Pixel+voisins (gradient) Pixel+zone (style)

Principe: utilisation du transport optimal pour modifier des images

▶ Image source : image que l’on veut adapter (préservation du contenu sémantique)

▶ Image cible : exemple de couleur/style que l’on veut donner à l’image source.

▶ Transformation de Monge pour adapter les propriétés des images.

Applications (du plus simple au plus complexe)

1. Adaptation des couleurs [Ferradans et al., 2014].

2. Transfer de style [Mroueh, 2019].
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Adaptation de couleurs: TO entre pixels

Image 1 Image 2

Distribution 1 Distribution 2



Adaptation de couleurs: TO entre pixels
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Adaptation de couleurs: TO entre pixels

Image 1 Image 2

Distribution 1 Distribution 2Distribution 2 adapted

Image 2 adapted



Représentation d’image avec modèles profonds

Principe de l’autoencodeur

▶ Réseau de neurone visant à apprendre une représentation compacte d’un
ensemble de données (images).

▶ Les images sont encodées par patchs (zones) au lieu de pixels ce qui permet de
modéliser les textures.

▶ Les distributions de patchs peuvent être modifiées (ce qui modifie l’image).



Transport optimal pour le transfer de style

Principe

▶ Utiliser un autoencodeur pour encoder l’image et extraire les distributions de la
source et cible.

▶ Transporter les distributions des patchs dans entre image source et cible puis
reconstruire la source transportée.

▶ Transformation de Monge linéaire (Wasserstein Style Transfer [Mroueh, 2019])
non linéaire [Korotin et al., 2019].



Classification supervisée et décalage de données

"sac"

"vélo"

Données d'apprentissage Fonction de prédiction f

f(      )= "sac"

f(      )= "vélo"

Contexte (data shift)

▶ Apprentissage de classification automatique à partir de données d’apprentissage.

▶ Décalage de données: les données de test sont différentes des données
d’entrâınement, perte de performance.

▶ Exemple : changement de capteur, changement de conditions météorologiques,
changement de période de l’année, simulation VS vraies données.



Classification supervisée et décalage de données

"sac"

"vélo"

Données d'apprentissage Fonction de prédiction f

f(      )= ?

f(      )= ?

Contexte (data shift)

▶ Apprentissage de classification automatique à partir de données d’apprentissage.

▶ Décalage de données: les données de test sont différentes des données
d’entrâınement, perte de performance.

▶ Exemple : changement de capteur, changement de conditions météorologiques,
changement de période de l’année, simulation VS vraies données.



Classification supervisée et décalage de données
Dataset 

Class 1

Class 2

Samples 

Samples 

Classifier on 

Optimal transport 

Samples 

Samples 

Classification on transported samples

Samples 

Samples 

Classifier on 

Contexte (data shift)

▶ Apprentissage de classification automatique à partir de données d’apprentissage.

▶ Décalage de données: les données de test sont différentes des données
d’entrâınement, perte de performance.

▶ Exemple : changement de capteur, changement de conditions météorologiques,
changement de période de l’année, simulation VS vraies données.



Le problème de l’adaptation de domaine

"sac"

"vélo"

Données sources étiquetées Données cibles non étiquetées Fonction de prédiction f

f(      )="sac"

f(      )="vélo"
+

Données et objectif

▶ Les classes des examples sont disponible dans le jeux de données source mais pas
de classes sont disponible en cible.

▶ L’objectif de l’adaptation de domaine ets d’apprendre un prédicteur qui prédit sur
les données cibles en n’ayant que les classes sur données source.



Transport Optimal pour l’adaptation de domaine
Dataset 

Class 1

Class 2

Samples 

Samples 

Classifier on 

Optimal transport 

Samples 

Samples 

Classification on transported samples

Samples 

Samples 

Classifier on 

Principe [Courty et al., 2016]

1. Estimation d’une transformation de Monge entre les données source et cible.

2. Transport des données source vers cible (elle conservent leur classe)

3. Apprentissage d’un classifieur sur les données transportées.

Intuition

▶ Si les données ont changé entre les source et cible, on peut compenser ce
changement en estimant ce qu’il s’ets passé.

▶ Parmi tous les transformations possibles, on prend la plus simple, c’est-à-dire
celui du moindre effort: Transport Optimal.



Applications en adaptation de domaine

Vision par ordinateur

Traitement de données biomédicales



Leonid Kantorovich (1912-1986)
Леонид Витальевич Канторович

Au cours du siège de Léningrad, 
Kantorovitch est responsable de la 
sécurité de la Route de la vie. Il détermine 
la distance optimale à observer entre les 
voitures sur la surface gelée du lac 
Ladoga, en fonction de l'épaisseur de 
glace et de la température de l’air. En 
d é c e m b r e 1 9 4 1 – j a n v i e r 1 9 4 2 , 
Kantorovitch s'assure lui-même de la 
viabilité de la banquise en marchant entre 
les camions. Cependant bien des 
véhicules chargés d'approvisionnements 
sont détruits par les bombardements 
aériens nazis. En récompense de ses 
exploits et de son courage, les autorités 
attribuent à Kantorovitch l’ordre de la 
Guerre patriotique, et le décorent de la 
Médaille pour la Défense de Léningrad.

Peu avant la Seconde Guerre 
mondia le , Leonid Kantorov i tch 
découvre la programmation linéaire, 
l ' o p t i m i s a t i o n l i n é a i r e e t s e s 
applications à l'optimisation de la 
production économique planifiée. Il est 
le seul chercheur soviétique à avoir 
reçu le « prix Nobel » d'économie 
(1975). Les théories de Kantorovitch 
ne sont publiées qu’après l'ère 
stalinienne. Un des apports de 
Kantorovitch est d'avoir incité à une 
meilleure prise en compte de la 
p r o d u c t i v i t é m a r g i n a l e d e 
l’investissement, afin de résoudre les 
difficultés liées à l’allocation des 
ressources au sein d’une économie 
socialiste.



Dans Paris

1410 cafés< 1085 boulangeries
+ bars, etc.



Transport de Kantorovitch

Leonid

Kantorovitch
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Transport optimal:

1942

George

Dantzig
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Problème d’optimisation (programmation linéaire).
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Objectif: Générer des données réalistes

▶ Principe [Goodfellow et al., 2014]

▶ Générer un vecteur de bruit z (connu, facile à générer).
▶ Trouver G un réseau de neurones tel que G(z) est une image réaliste (∀z).

▶ Wasserstein GAN [Arjovsky et al., 2017] minimise la distance de Wasserstein
entre les données générées et les vraies données.

▶ Utilisé dans StyleGAN [Karras et al., 2019] pour générer des visages de personnes
particulièrement réalistes (et des chats).
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Équité algorithmique

Effets des algorithmes dans la société

▶ Les IA sont apprises à partir de données qui peuvent être biaisées.

▶ Les algorithmes peuvent avoir des effets discriminatoires.

Exemple : COMPAS score en Floride, étudié par ProPublica

▶ Algorithme propriétaire prédisant le
risques de récidive.

▶ Utilisé par les juges pour la mise en liberté
avant les procés.

▶ Classé ”à risque”, sans récidive:

▶ 23.5% des Blancs.
▶ 44.5% des Afro-américains.

▶ Classé ”sans risque”, avec récidive:

▶ 47.7% des Blancs.
▶ 28.0% des Afro-américains.



Transport Optimal pour l’équité algorithmique
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Principe [Gordaliza et al., 2019]

▶ Séparer les données en deux distributions selon la valeur de la variable protégée.

▶ Calculer un barycentre de Wasserstein entre les deux distributions.

▶ Transporter les données de chaque distribution sur la barycentre pour obtenir un
jeux de données ”réparées” (adaptation de domaine vers le barycentre).

▶ Entrâıner le classifieur sur les données réparées.

▶ Pour prédire sur de nouvelle donnée on applique le transport correspondant selon
la variable protégée.
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Projet étudiant : équité avec transport optimal

B. Allouche A. Ramanana Rahary O. Rannen



Équité sur les données COMPAS
Apprentissage sur données COMPAS

▶ Précision du classifieur sur de nouvelles données : 65.6% (66% algo. propriétaire).

▶ Répartition des erreurs selon la population:

Pred. Blancs Pred. Afro-américains

Récidive Sans risque A risque Sans risque A risque

Non 82.9% 17.1% 64.6% 35.4%

Oui 58.4% 41.6% 34.6% 65.4%

Classification équitable sur COMPAS

▶ Précision du classifieur équitable sur de nouvelles données : 61.8% (-3.8%).

▶ Répartition des erreurs selon la population:

Pred. Blancs Pred. Afro-américains

Récidive Sans risque A risque Sans risque A risque

Non 86.4% 13.6% 88.2% 11.8%

Oui 68.7% 31.3% 67.1% 32.9%

▶ Biais compensé, petite perte de performance.

▶ En pratique on peut ”réparer” en partie les données.
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Monge Kantorovich Dantzig Brenier Villani Figalli

<latexit sha1_base64="TeaUxfjqdSjWV/lL+y6D0U2f3i8="></latexit>

Le transport optimal : de la théorie à l’intelligence artificielle
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Le futur : transport optimal entre di↵érents espaces !
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Multi-omics avec cellules uniques
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CycleGAN : GAN et adaptation de domaine

Principe [Zhu et al., 2017]

▶ Apprendre simultanément deux models génératifs source vers cible et cible vers
source (pas de génération aléatoire).

▶ Peut être utilisé pour compenser des changements en adaptation de domaine
[Hoffman et al., 2018].

▶ Les transformations CycleGAN entre données sont des approximations de
transformations de transport optimal [de Bézenac et al., 2021].
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